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×åòâåðòûé òóð. Ëèãà òàêòèê
1. Ïóñòü a, b è c � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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2. Ïóñòü G � ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç öèêëîâ íà n2 + 1 âåð-
øèíå. Åãî ðåáðà ðàñêðàøåíû â äâà öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ îäíî-
öâåòíûé ïóòü, ïðîõîäÿùèé ïî n ðåáðàì.
3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà m > 2 è n òàêîâû, ÷òî 22m+1 > n2. Äîêàæèòå,

÷òî 22m+1 > n2 + 7.
4. Äëÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë A = {a1, a2, . . . , ak} (k > 2) îáî-

çíà÷èì ÷åðåç A + A ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë âèäà ai + aj, à ÷åðåç A−A �
ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë âèäó ai−aj, ãäå i è j ïðîáåãàþò âñå âîçìîæíûå çíà-
÷åíèÿ îò 1 äî k (â òîì ÷èñëå è îäèíàêîâûå). Íàïðèìåð, äëÿ A = {1, 2, 3, 4}
èìååì: A+A = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, à A−A = {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}. Ìîæåò
÷èñëî ýëåìåíòîâ â A+A îêàçàòüñÿ áîëüøå ÷åì ÷èñëî ýëåìåíòîâ â A−A?
5. Äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, . . . , an, b1, . . . , bn èìååò ìåñòî
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n)− (a1b1 + a2b2 + · · · + anbn)2 = n.

Äîêàæèòå, ÷òî n = 3 èëè 4.
6. Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ax2 + bx + c = 0 èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîð-

íÿ p1 è p2, à êâàäðàòíîå óðàâíåíèå cx2 + bx + a = 0 èìååò äâà ðàçëè÷íûõ
êîðíÿ q1 è q2. Îêàçàëîñü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p1, q1, p2, q2 � àðèô-
ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî a + c = 0.
7. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíû AC è BC ðàâíû, à BM � ìåäèàíà. Íà

îòðåçêå BM òàêèì îáðàçîì îòìåòèëè òî÷êó N , ÷òî ∠BAN = ∠CBM .
Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñà óãëà CNM ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé AN .
8. Íà îêðóæíîñòè ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè ðàñïîëîæåíû 360 òî÷åê.

Äâîå èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Çà îäèí õîä ìîæíî ïîêðàñèòü îäíó èç
íåïîêðàøåííûõ ðàíåå òî÷åê â êðàñíûé, ñèíèé èëè çåëåíûé öâåò. Ïåðâûé
èãðîê õî÷åò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ñðåäè ëþáûõ ñåìè èäóùèõ ïîäðÿä òî-
÷åê âñòðå÷àëèñü âñå òðè öâåòà. Ñìîæåò ëè âòîðîé èãðîê åìó ïîìåøàòü?
9. Òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, à òî÷-

êà Ib � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû AC. Òî÷-



êà D � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Ib íà AB. Äî-
êàæèòå, ÷òî ∠OCIb = ∠CIbD.
10. Ïðîâåäåíû 2009 õîðä äàííîé îêðóæíîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî ñåðåäèíà

ëþáîé õîðäû ïðèíàäëåæèò êàêîé-òî äðóãîé õîðäå. Äîêàæèòå, ÷òî îäíà
èç õîðä ñîâïàäàåò ñ äèàìåòðîì.


